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Rappel : Si f-
'

(c) = . .
.
= f
" -"
(c) =D

,
mais f-

"
(c) > 0

,

n pair ⇒ locmin en ✗=c

f-
'"(c) <0

,
npair ⇒ hoc max en ✗ = c

Si f
"

(c) = . . . f
" -"

(c) =0
,
mais f-

"'
(c) 1=0

,
n impair ⇒ pointd.in/exionDereloppementlimite:f:E--Fdifinieauvoisinagede ✗ = a

flxt-a-o-ax-a-n-anx-af-cx-a-E-x-kDLdordrendefautourdex-a.pt"

(x-a) - la partieprincipal RF (x-a) le rule ; lim Ead --0 .

✗→ a

Proposition Sif : E-→F est n fois confinement derivable sur un intervale
convert con tenant ✗ =a

,
alors la formate de Taylor nous four.n it le DL

d.ordre n de f an tour de x=a .

Ex
. fun = ¥ an tour de ✗ = 0 d.ordre n ? 1×1<1

¥ " "" = + ✗
"

E"
.
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0peirat.ms#ED.
Proposition Soient f. g-. E- → IR deaxfonchonsadmeltantleDLaatourdex.ae
f-1×1--90+9 (x-a) +azlx -a)

'

+ .
.
.

+ anlx-a)
"
+G-a) "E. 1×1 = Pfhlx) +(x -a) "E.A) ¥19M = O

g 1×1=80+8,6-a) +821×-65-1 . .

+ bnlx-a)
"

+ G-a)
"

Ezlx) = Pg
"

1×1 + (x-a)
"

EW |¥%EzCH=0
Alors : (1) ✗ fixl-pglxladmetunDLdordrenautourdex-apify.gl#xPg-"

Hgs Pghcx )

(2) flxiglx ) - " - - a -

Pg?g (x ) = Pg
"

G) Pg
"

1×1=1%+96-a) +. . . +anlx-alhkbo-iklx-a-a.tk/x-a)h)
,

oui on ne conserve

que les Tormes diordre Eh
.

b) Si 80--10 , gal +0 sure, 4¥, - a -

P±jH=¥÷¥=%¥¥¥:;;:÷¥¥-ñ oionne.name queles terms d.ord're ← n

'

Voir IDZ §5.4.10]
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. f-1×1=1-1×2 DL dordre 4 auteur de ✗ =0

.

(1) ¥ = £ + 12¥, =ÉG+Y+x4xY+x"+✗"E. + £4 -XXX:#✗ "+✗ "acid)=
DT ÷¥×T = 1 + ✗

'

+ ✗
"

+ Ecxtx
"
.

(2) = ¥ . ¥ = (/+ ✗ +✗4×4×491×1 ✗ "H -X -1×1×7 ✗ "+ E. Cxlx ") =

= 1-1×4×14#☒ + f-☒-XXXXX ") -11×4×4×9) -11*4×4) +✗
"
+ EH ✗

"

=/+✗4×4-4×1114
.

(3) ¥2 division
polynomial ¥¥¥É+×i

→ I + ✗
'
+✗

"
+ ✗

"Ea )
.

ñ-¥,
(4) Coefficients in determines f-lil do -19×+92×493×49,✗ "+✗ "EG) = ¥

⇒ (aotqx-azxi-asxs-ac.MG - ✗4--1 jusqu 'a' l'ordre 4 .

1 : ao = 1

✗ : a ,
=D {

⇒ ao --1--9.2=9
,

X? 92-90=0 a,=qz=O
⇒ 1-1×4 ✗ " + { 1×1×4

.

✗
3
: Az - A , =D

✗
"
: ay -92--0
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Proposition . DL dune foncton composed .

Soit f- 1×1 = a. (x -a) +. . .
+ an lx -a)

"

+ (* a)
"

E. (x) - DL an tour de ✗= a

gly)= got + bit . . . + bnyhty
"

Ealy) -DL autourde -1--0 .

Alers goof admetun DL d.ordre n on tour de ✗ =a
.

Pgohflx ) = g (01+8,1134×-4) +b. (Pj(xaÑ+ . . . t.lu/PfYx-aDnorionne conserve
que les Tormes dordre En

[DZ
,
§ 5.4.12]

(5) hlx)= ¥ ; g ly)=¥ ; f-1×1--112 ⇒ had -- goof 1×1=94-1×1)
⇒ gly ) = I + y + y

'
+y

>
+ y

"
+ E. (g)y

"
; fail = ✗

2

→ remplacer y=X2
IL

pour-1 auteur de ✗= Odordre 4
⇒ hlx )= 1-1×4×4 + Efx)x "

.

ApplicatondeDL-E.mu
Ex

.

him Hi six = ✗- ¥, + ¥:-, . .
- -

Rappel : {✗so let- 1-Ñ ① = I + ✗ + ¥: -1¥, -1¥
.

+
. .

-

-É
¥ → k =ok !

formula de Taylor =-[f" ✗
k

k - o k !



(ex- 1- xp→ 1¥ +1¥ +¥, +. .

. Y =¥+Ea
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sink) → (x - ¥ + ¥,i.IE#-2Y-?+Ea-xx--X-Jx''+Ezlx1x!-⇒ ¥%%¥ñ¥%¥¥÷÷÷¥¥=¥i =

= fin
- § +oÑ→0

✗→ 0 ¥¥J
= - ¥ .

-→ 0

Exercise 1
.

Calculus la meine limit par
la régk Bernoulli - L

'

Hospital.

limlthf-z.li/-Caluabr avec les DL .Exercise 2
. ✗ → 0

L'ordre du denominator est 3 ⇒ il faut reknir les terms dordre jusqu
'a' 3

dans le neimérateur
.

EY = /+ y + ¥ +¥ +E. CH -y
'
; sin ✗ = ✗

- ¥7 + Eilx) . X
'

⇒ elm ✗
= /+ (x -¥

.

+ Ezlx ) ✗3) + £ (x- ¥, + Ezlx )XÑ+ f-(x- §?- +E. A) ✗ 3) ! Efx) -✗
3
=

= I + ✗ - ×¥+ I ✗ ' +¥3 + E(x) .✗
3
= It ✗+ 1-2×2+ E (✗ 1.✗

3

① = I + ✗ + ¥ +¥ + E, 1×1×3

⇒¥.ge?Y.#=eimlHx+tx4EHx?.-lHx+Ex4b-x3+emxY-= am
-¥☒+ÉÉ%

✗→ 0¥
= - f- .

✗→ 0
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Chapitre 6 .

Series entiéres
.

IDZ
.
Annexed

.

§ 6.1
. Rayon de convergence .

①éf L'expression Egan (x- xD
" est dit une sérieentiére

,
are c-
IR

,

the c- IN

Le domaine de convergence D
-4't {✗ c- R : Earl*xD " converge}K = 0

la foncttnfcxt-E.oar.li- xD " ,

✗ ED est défnie por la série
entire

.

Ext
. e× [ xk

no KT
- Cri tere de d'Alembert :

1%1-1--1 ¥:÷
.

-¥. / = 1¥ ⇒ 0 HER

⇒ la série entire converge the
IR ⇒D= IR

.

Ex 2
.
[ a" Ix- xD

"

,

a > O Cri tire de d 'Alembert :
K -- O si

< 1 ⇒ la série converge ⇒ Si Ix- xokta ⇒\ i-alx-x.ly ⇒ easérie diverge la série
converge absolnment.

Six = Xo + ta ⇒ É a " tar. = [ I divergek=O k = 0

⇒ D=] ✗o - ta
,

✗vitalsix = ✗o - ta ⇒ [ akfta
"

= E%tÑ divergeK = 0
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convergence) Soit la serie entire E.aka- xD

"

Alers il exist r : 0£ r ± + • tel que
(1) la Serie converge

abashment Fx : Ix -×
.
I < r

(2) la série diverge V-✗ : Ix - xD > r
.

Remarque .
(1) D est un intervale qui

content ×. et centre en xo
.

(2) La convergence de la Serie
entire en ✗=xo±r doit élre

étudié séparement.-

Voir IDZ ]
.

(3) Si r-1-0
,

rEIR
+
⇒D= un des 4 intervals : Jxo - r

,
✗arc

,

Ix. -r, xotrl
,

]✗or
,
Xotr]

,
[ ✗ • -r, Xotr]

.

Sir = 0 ⇒ D= { ×. } Ex
.

[ K !xk ⇒D= { 01 (a' verifier)
K =o

Sir -- o ⇒ D=-R
.

Ex ⇐ ×÷
.

-

- et
,
D=R

.

Comment calculate rayon
de

convergence
?



Proposition . Soit E.oar. A- xD
"

une série entire de
rayon

de
convergence

_r!
"

(1) Supposons que 9k -1-0 the C-IN

Si him /%÷/ =L avec O ⇐ let - a ⇒ r=É
K-> 00

on a : r=EIzI%I
(2) Si lim / art "" =L avec OE e c- + to ⇒ r=É

.f-→a

Idée : (1) Critic de d 'Alembert (2) Crilire de Cauchy

4) him I f- ¥;zlx-xd|a;÷1=1×+1 .e⇒Sik%te<
e-⇒ corrals

.

K→N i silx-X.tl > 1- ⇒ dir .
Lt →e

<⇒ Si Ix - ✗date ⇒ la série converge
Si 1×-41 > Le ⇒ easérie diverge}' Parde:|. E- = rest Eragonde

convergence .
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. É×÷zn = E. an X " ; an --¥ ⇒ r= ? D= ?

On utilise la Proposition lil fins 1¥
, / = fizntzn ""¥"=fi→nz2Y=2=r

⇒ le
ray on

de
convergence r=2 ⇒ Do ] -2,2C

Si ✗ = 2 ⇒ [ 2
"

n= , _nzn
= É In série harmonica , diverge ⇒2¥

Si ✗ = -2 ⇒ § C-21h
h -- 1h27

= § C- 1)
h

n = , _n
série harmonica allérnée . converge ⇒

- 2 ED

Alers le domaine de
convergence

estD= 1-2,21
.

le
rayon

de
convergence est r= 2 .
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QI Le dévdoppement limifédordre 2 autocade ✗ = 0

de la friction fix)= 2¥; est
,
,

=/-1/+4+4×14

A. £ - ✗ + ✗ 2 + Ecx ) x2 2¥-Ñ×y=+¥+×x:) =

B. I + ✗ - ✗
'
+ Ecx) x2

= 1- (x - ✗2+4×1×4 + (x - +Ecx)xY 2+821×1×1

④ / - ✗ +2×2 + { A) X ' =/ - ✗ + x2 + ✗ 2+8,1×1×2=1- ✗+2×491×1×1

D. / + ✗ - 2×2 + EH ✗
2 ¥¥=Y¥=

=/ltx)¥×- =/tix / 4-2×+12×1 ?+EAK2xY)=
=/ + ✗ - 2x -2×2+4×2 t.E.x.IN

= I - ✗ + 2×2 + Elx ) x2


